Szkice rozwigzan UZI 19.01.2019

A: Tree

Na wejsciu jest n-wierzchotkowe drzewo T' i szukamy takiej jego orientacji, ktora maksy-
malizuje liczbe par roznych wierchotkow (a,b), takich ze istnieje $ciezka z a do b.

Mozna udowodnié, ze istnieje rozwigzanie optymalne nastepujacej postaci: wybieramy
pewien wierzchotek v, dzielimy sktadowe grafu T'— v na dwie grupy: te, ktérych kazdy
wierzchotek ma mie¢ $ciezke do v i te, ktorych kazdy wierzchotek ma mieé¢ Sciezke od v,
a nastepnie orientujemy krawedzie w jedyny sposob, ktory to osiaga.

Dowod opiera sie na nastepujacym lemacie: zadna nieskierowana $ciezka xq, ...,z nie
bedzie miata w optymalnej orientacji dwoch ,zmian kierunku”, czyli wierzchotkéw x;, x;
takich, ze x;_y — x; ¢ x;41 oraz x;_1 < x; — x;41 — gdyby miala, mozna by odwrdcié
orientacje w pewnej czesci drzewa i dostac lepsze rozwiazanie. Pelny (niezbyt trudny)
dowdd jest np. w pracy https://arxiv.org/pdf/cs/0205042.pdf.

Przy ustalonych v oraz podziale sktadowych na grupy, wynik to wartos¢ S - T + X,
gdzie S'i T to liczby wierzchotkéw w sktadowych majacych $ciezke odpowiednio do i od v,
a X to liczba par roznych wierzchotkow (a, b), takich ze jesli ukorzenimy 7" w wierzchotku
v, to a jest potomkiem b. Wartosé X jest niezalezna od podziatu sktadowych, wiec tatwo
zauwazy¢, ze wynik bedzie maksymalny, jezeli wartosci S i T beda najblizej siebie.

Algorytm przebiega nastepujaco. Najpierw dla kazdego v obliczamy wartos¢ X. Da
sie to zrobi¢ w czasie liniowym, ale wystarczyto to zrobi¢ w czasie kwadratowym. Na-
stepnie rozpatrujemy kazdy wierzchotek v. Najpierw obliczamy liste wielkosci sktado-
wych grafu T — v, co nie jest trudne, a potem rozwiagzujemy instancje problemu pleca-
kowego: znajdujemy podzbior tej listy sumujacy sie do najwiekszej warto$ci niewiekszej
niz [(n —1)/2| — to jest nasza wartos¢ S. W ten sposob dla danego v rozpatrzyliSmy
maksymalne S - T + X.

Poniewaz pojedyncza instancja problemu plecakowego jest rozwigzywana w czasie
O(deg(v)-n), gdzie deg(v) oznacza stopient wierzchotka v, to czas potrzebny na rozwiaza-
nie wszystkich instancji wynosi O(3,cy(ry deg(v) - n) = O(n?), i taka tez jest ztozonosé
catego algorytmu.

Okazuje sie, ze istnieje tez prostsze rozwiagzanie. Mozna udowodni¢ (znowu po-
mocna moze by¢ praca https://arxiv.org/pdf/cs/0205042.pdf), ze oplaca sie za v
wybraé¢ centroid drzewa T'. Centroid to taki wierzchotek v, ze kazda sktadowa lasu T'— v
ma co najwyzej n/2 wierzchotkow (zauwaz, ze w kazdym drzewie istnieje centroid). Wy-
starczy wiec rozwigzaé problem plecakowy raz, a nie n razy. Co do ztozonosci, przyktad
gwiazdy (drzewa, w ktorym kazdy wierzchotek rozny od korzenia jest jego dzieckiem) po-
kazuje, ze pesymistyczny czas dzialania nowego rozwiazania réwniez wynosi O(n?), cho¢
oczywiscie w praktyce dziata ono zauwazalnie szybciej.

B: Bipartite graph

Dla kazdej krawedzi e € E chcemy powiedzieé¢, czy graf G — e jest dwudzielny. Tworzymy
strukture danych bardzo podobna do Find-Union, ktéra trzyma spéjne sktadowe grafu,
a w kazdej sktadowej dodatkowo pamicta, ktore wierzchotki sa ,czarne”, a ktore ,biale”.
Struktura ta potrafi robi¢ nastepujace operacje:

e Find(x) — podaj sktadows i kolor wierzchotka x,
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e Union(z,y) — potacz sktadowe krawedzia (z,y), poprawiajac kolory,

e Undo() — cofnij ostatni Union.

Majac taka strukture, zadanie mozna zrobi¢ metoda divide-and-conquer:
e dzielimy F na dwa w przyblizeniu rowne zbiory F = E; U Es;

e dla kazdego (x,y) € E) sprawdzamy, czy Find(z) = Find(y):

— jesli tak, to sprawdzamy tez, czy kolory x,y w tej sktadowej sa rowne — jesli
tak, to F nie jest dwudzielny i odpowiedz dla kazdej krawedzi z E5 jest NIE;

— jezeli Find(x) # Find(y), to robimy Union(z,y);

e teraz mamy juz znane sktadowe spojne, ktore generuja krawedzie z Fy; jesli £ byt
dwudzielny, wywolujemy sie rekurencyjnie na FEjy;

e cofamy wszystkie operacje na zbiorze do samego poczatku;
e powtarzamy cala procedure, zamieniajac rolami E; i Fs.

Jedli rekursja wywota sie na jednoelementowym zbiorze krawedzi, odpowiedz jest
TAK.

Pozostaje jeszcze pytanie, jak zrobi¢ strukture. Uzywamy klasycznego lasu zbiorow
roztacznych, ale kazdy wierzchotek trzyma v dodatkowa flage Mark(v) —jesli Mark(v) =
true, to wszystkie dzieci v maja odwrocony kolor. W lesie stosujemy taczenie wedtug
rang, bez kompresji $ciezek. Teraz tatwo jest policzy¢ kolor dowolnego wierzchotka (jest
to liczba zamarkowanych wierzchotkow na $ciezce do korzenia modulo 2), tatwo tez obro-
ci¢ kolory w catej sktadowej (po prostu zmieniamy stan korzenia sktadowej). To pozwala
nam zrobi¢ Union, taczac korzenie sktadowych, w razie potrzeby odwracajac kolor jednej
z nich. Aby moc cofna¢ Union, przy kazdej operacji odktadamy na stosie kazdy wierz-
chotek, w ktorym cokolwiek sie zmienito. Przy cofaniu Sciggamy wierzchotki ze stosu i
przywracamy ich stan. Operacje na strukturze dzialaja w czasie O(logn), gdzie n jest
rozmiarem struktury. W jednym wywotaniu procedury mamy liczbe operacji proporcjo-
nalng do liczby krawedzi, jakie dostaniemy. Stad calkowita ztozono$é¢ jednej procedury
(nie liczac wywolan rekurencyjnych) to O(Elog E), a calego algorytmu — O(Elog? E).

C: Graph

W tym zadaniu majac nieskierowany graf spojny G byliSmy proszeni o znaleZienie cyklu
Hamiltona w grafi G3. Krawedz {z,y} w G? jest wtedy i tylko wtedy, kiedy minimalna
odlegtos¢ pomiedzy = a y w G jest nie wieksza niz 3. Okazuje sie, ze cykl Hamiltona
w takim grafie G® zawsze istnieje. Rozwiazemy ten problem dla drzew, a potem w
oryginalnym grafie G weZmiemy dowolne drzewo rozpinajace i odpalimy na nim nasz
algorytm.

Niech mamy pewne drzewo ukorzenione T, v to jest korzen tego drzewa, a przez
V1, Vs, . . ., Uy 0Znaczymy bezposrednich dzieci v. Przez T, bedziemy oznaczaé¢ poddrzewo
drzewa T', ktoére ma korzen w u. Zdefiniujmy sobie dwie funkcje pomocnicze:

[ ] u) zwraca nam Sciezke Hamiltona w T3 ktora zaczyna sie w u, a koriczy sie w
u? )
Jaklmé bezpoérednim dziecku u.



e g(u) zwraca nam $ciezke Hamiltona w T3, ktora zaczyna sie w jakims bezposrednim
dziecku u, a koriczy sie w u.

Dodamy tylko, ze jesli T, jest drzewem jednoelementowym, to f(u) = g(u) = [u].
Odpowiedzia do naszego zadania jest po prostu f(v). Teraz powstaje pytanie, jak liczy¢
f(v)ig(v)? Mozna latwo zauwazyc, ze:

o f(v)=[v] +g(v1) +g(v2) + ...+ g(vm).
o g(v) = f(v1) + f(v2) + ...+ f(vm) + [v].

gdzie + oznacza konkatenacje ciagow. Mozemy rekurencyjnie wyliczyé f(vq), ..., f(vn) i
g(v1),...,9(vm), a potem wyliczy¢ f(v) i g(v). Poniewaz dla kazdego wierzchotka chcemy
wyliczy¢ tylko albo f(v), albo g(v), mozemy zrobi¢ to wydajnie, po prostu odpalajac al-
gorytm DFS i dodajac wierzchotki w dobrej kolejnosci do pewnej globalnej listy albo
wektora.

Ztozonosé: O(n + m), gdzie n - liczba wierzchotkow w G, a m - liczba krawedzi w

G.

D: Sequence

Majac dany ciag liczb catkowitych aq, ..., a,, spelniajacy dodatkowy warunek 1 < a; <7,
chcemy go podzieli¢ na dwa podciagi o réwnej sumie wyrazéow. Jezeli suma wszystkich
wyrazow ciagu jest nieparzysta, taki podzial jest niemozliwy. Okazuje sie, ze w prze-
ciwnym wypadku podzial zawsze jest mozliwy. Iterujemy sie po ¢ od n do 1 i wybie-
ramy b; € {—1,1} tak zeby zminimalizowa¢ wartos¢ bezwzgledna sumy a;b; + - - - + a,,by,.
Utrzymujemy w ten sposéb niezmiennik, ze warto$é¢ ta jest mniejsza lub réowna 7. Po
zakoriczeniu iteracji, wartos¢ ta nalezy do zbioru {—1,0,1}, a ze jej parzystosé jest zde-
terminowana, to w interesujacym nas przypadku wynosi 0.

Alternatywne rozwigzanie opiera sie na obserwacji, ze dowolny ciag aq,...,a, liczb
catkowitych nieujemnych, speliajacy dla kazdego ¢ warunek 1+ay +as+---+a;—1 > a;,
pozwala wygenerowaé jako sume podciagu dowolng liczbe catkowita z przedziatu od 0 do
a1+ -+ + a,. Dowdd tej obserwacji, indukcyjny po n, jest konstruktywny.

Oba podejscia daja algorytm dzialajacy w czasie O(n).

E: Subsequence

W tym zadaniu chodzito o to, zeby w podanym na wejsciu ciagu aq, as, .. .,ay znalezé
najdtuzszy podciag-rollercoaster (doktadna definicja byta podana w tresci).

7 pewnoscia kazdy doswiadczony zawodnik szybko zobaczy, ze tak naprawde to za-
danie wymaga zaaplikowania programowania dynamicznego. Niech f(type,len,p) to jest
dtugosé takigo najdiuzszego podciagu ciagu a, ktory jest prawie rollercoasterem (jest
rollercoasterem pod warunkiem, ze nie bedziemy pod uwage ostatniego maksymalnego
fragmentu monotonicznego), ktory koriczy si¢ na elemencie a,; dlugosé¢ ostatniego mak-
symalnego fragmentu monotonicznego jest rowna len, a type to jest jego typ (czy ostatni
fragment jest rosnacy czy malejacy). Zauwazmy tez, ze nas niezbyt interesuje, czy ostatni
fragment ma dlugosé 3 czy wiecej, niz 3, dlatego mozemy sobie zatozy¢, ze 1 < len < 3,



a jesli len = 3 to nam chodzi o to, ze dtugos$¢ ostatniego maksymalnego fragmentu mo-
notonicznego jest nie mniejsza, niz 3. W takim przypadku liczba stanéw tego dynamika
to O(NN), ale jedno przejscie dynamika trwa O(N), poniewaz musimy ustali¢ pozycje
poprzedniego elementu w konstruowanym podciggu. Dlatego zlozonosé catosci wynosi
O(N?).

Niestety, takie rozwiazanie jest zbyt wolne. Mozeby delikatnie zmieni¢ nasz dynamik
w nastepujacy sposob.

Bedziemy iterowac sie po ciagu a i liczyé funkcje g(type, len, value), ktora jest zde-
finiowana prawie tak samo, jak funkcja f, z tym wyjatkiem, ze nasz ciagg konczy sie na
elemencie, ktory znajduje sie przez rozwazang pozycja, a jego wartos¢ wynosi value. Po-
zornie wydaje sie, ze taka funkcja w zaden sposéb nam nie pomoze, ale to nie jest tak!
Jesli ustalimy sobie znaczenia type i len (a ich jest O(1)), to wtedy nas bedzie interesowac
pewien spojny przedzial wartosci value! A to znaczy, ze zamiast liczy¢ te wartosci na
tablicy, mozemy dla ustaloch type i len trzymaé¢ drzewo przedziatowe, ktore pozwala nam
szuka¢ maksimum na przedziale i modyfikowaé¢ znaczele elementu na pewnej pozycji.

Warto tylko dodaé¢, ze wartosci elementéw moga by¢ duze, ale na samym poczatku
mozemy zrobi¢ preprocessing i skompresowac wszystkie wartosci do prezdziatu [0, N — 1]
w taki sposob, zeby jesli do zmiany a; < a; to new(a;) < new(a;). Mozna to zrobi¢ w
czasie O(N log N).

Ztozonosé: O(N log N), gdzie N - liczba elementow w ciagu a.

F: Sequence and graph

Jedli pakujac n smakoéow utworzymy k par, a pozostate n — 2k smakéw zapakujemy do
torebek pojedynczo, to sumaryczna liczba torebek wyniesie (n — 2k) + k =n — k. Tym
samym minimalna sumaryczna liczbe torebek osiagniemy, jesli utworzymy maksymalna
mozliwg liczbe par.

Przy ustalonym n, niech D(n) oznacza zbiér zawierajacy wszystkie liczby pierwsze
Scisle wigksze od % inie wigksze od n, oraz dodatkowo liczbe 1. Zauwazmy, ze zadna liczba
ze zbioru D(n) nie moze zosta¢ potaczona w zadna pare, tym samym gore ograniczenie
na liczbe utworzonych par wynosi [%J

Pokazemy, ze powyzsze ograniczenie jest osiagalne. W tym celu, musimy potaczy¢ w
pary wszystkie liczby z R(n) = {1,---,n} \ D(n) z wyjatkiem co najwyzej jednej (jesli
rozmiar R(n) jest nieparzysty).

Niech f(x) dla z > 2 oznacza najwiekszy dzielnik pierwszy liczby x. Podzielmy liczby
z R(n) na grupy ze wzgledu na wartos¢ f(x).

Zauwazmy, ze dla kazdej czesci takiego podziatu, jesli odpowiada liczbom dajacym
pewna ustalong wartosé¢ f(z), to w tej czesci jest rowniez liczba 2f(x). Jest tak dlatego,
ze f(x) jest pierwsze, a wiec najwiekszym dzielnikiem pierwszym liczby 2f(z) jest f(z),
do tego 2f(z) < n (co wynika z definicji R(n)).

Kazde dwie liczby z danej czesci podzialu maja wspolny dzielnik f(x), a wiec moga
zosta¢ one sparowane ze soba w dowolny sposéb. Tym samym, kazda czes¢ podziatu
parzystego rozmiaru mozemy potaczyé w pary w calosci, a w czedciach nieparzystego
rozmiaru taczy¢ tak, zeby niesparowana pozostata nam liczba 2f(xz). Z niektorych czesci
pozostana tam liczby 2f(x), wszystkie te liczby sa parzyste, a wiec i je mozemy potaczy¢
w pary dowolnie. W ten sposob potaczymy w pary wszystkie liczby z R(n) z wyjatkiem



co najwyzej jednej, co konczy dowodd naszego lematu.

Do zakoriczenia zadania pozostaje obliczy¢ wartosé |D(n)|, do tego za§ wystarcza
umie¢ wylicza¢ wartosé m(n) (tj. ilos¢ liczb pierwszych mniejszych lub rownych n). Ist-
nieje (klepalny, aczkolwiek skomplikowany) algorytm ktory wykonuje to w zlozonosci
okolo O(n3) (patrz omoéwienie zadania https://codeforces.com /contest /665 /problem /F)
- na szczescie, nie jest on tutaj wymagany, a oczekiwane rozwigzanie jest o wiele prostsze.

By rozwiaza¢ zadanie, zauwazmy najpierw, ze po preprocessingu w czasie O(y/nloglogn),
ilos¢ liczb pierwszych na przedziale [[,r] dla 1 <[ < r < n mozemy wyznacza¢ w czasie
O((r —1)loglog(r — 1) ++/7). Istotnie, wystarczy ze najpierw (w trakcie preprocessingu)
wyznaczymy uzywajac algorytmu sita Erastotenesa wszystkie liczby pierwsze nie przekra-
czajace \/n, zeby potem dla przedziatu [I,7] moc wykonywaé lekko zmodyfikowane sito
Erastotenesa: dla kazdej liczby pierwszej p nie wiekszej niz /r, wyznaczamy pierwsza
liczbe w przedziale [l,r] podzielna przez p, i skaczac o p odznaczamy wszystkie liczby
podzielne przez p z tego przedzialu. Nieoznaczone na koniec liczby to interesujace nas
liczby pierwsze.

W naszym zadaniu n < 10'!, a wiec sta¢ nas na wymagany czas preprocessingu.
Nastepnie, dla kazdego 0 < d < 10* wyliczamy ilo$é¢ liczb pierwszych na przedziale
[d-107, (d+1)-107 —1]. Wartosci te wyznaczamy opisanym algorytmem sita na przedziale.
Obliczenia przeprowadzamy lokalnie na swojej maszynie (czas potrzebny na to jest zalezny
od szczegolow implementacyjnych ale nie powinien wyniesé wiecej niz kilka minut).

Obliczone wartosci wklejamy do kodu naszego finalnego rozwigzania. Teraz gdy po-
trzebujemy wyliczy¢ m(n), majac policzone ilosci w blokach, pozostaje nam do doliczenia
przedzial dtugodci nie wiekszej niz 107, co juz nasze rozwigzanie wykonuje podczas dzia-
lania na sprawdzaczce (ponownie uzywajac algorytmu sita na przedziale).

Finalnie, nasze rozwiazanie wymaga czasu O(n loglogn) lokalnie, zas wystane rozwia-
zanie wykonuje si¢ na sprawdzaczce w czasie O(} loglogn+-/n), gdzie b to liczba blokéw
(w tym wypadku 10%) dla ktérych policzylismy odpowiedz z gory. Im wigksza wartosé b,
tym nasze finalne rozwigzanie wykona sie szybciej, ale wartosé b jest ograniczona przez
maksymalny rozmiar kodu zrodtowego (podczas UZI byto to 100K B).

G: Vladik

Vladikowi uda sie znalez¢ cztery dlugosci tworzace prostokat jesli zachodzi co najmniej
jeden z warunkow

e istnieja co najmniej dwie wartosci takie, ze kazda z nich wystepuje co najmniej dwa
razy

e istnieje warto$é, ktora wystepuje co najmniej cztery razy

Warunki te mozemy prosto sprawdzié jesli zliczymy najpierw dla kazdej liczby ze zbioru
{1,2,---,10%} ile razy wystepuje ona na wejsciu.
Ztozonosé: O(n + C) gdzie C to ograniczenie gorne na diugosci patyczkow Vladika.
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